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摘要

从平面上的一族点拟合一条直线是一个常见问题。然而统计上常用的针对y = kx + b 的最小二乘优化fk =
(n

P
xy¡

P
x
P

y)/(n
P
x2¡ (

P
x)2)=cov(x; y)/cov(x;x); b=(

P
y¡k

P
x)/n= y�¡kx�g，

最小化的是y方向上的误差
P
(yi ¡ kxi ¡ b)2，并不是欧几里德平面上的距离最小。本文将针对点到直线

的垂直距离，使用完全最小二乘法求最优，得出为更优雅的结果，并自多种角度对这一结果进行解释和验

证。

1 问题描述

待拟合的直线用法向式表示为

x cos�+ y sin�¡ r=0 (1)

则任意一点(x; y)到该直线的距离为

d= jx cos�+ y sin�¡ r j (2)

则问题是对已知点集f(x; y)gn，以最小化F (�; r)=
P
d2为目标，求最优解

ArgMin
�;r

X
i

(xicos�+ yisin�¡ r)2 (3)

2 求解最优

记cos�= c; sin�= s，待优化的和式有如下展开
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求偏导，有
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代入r; 0 = cs(x2� ¡ y2� )¡ (c2¡ s2)xy¡ (cx�+ sy�) (sx�¡ cy�)
= cs(x2� ¡ y2� )¡ (c2¡ s2)xy¡ cs (x�2¡ y�2)+ (c2¡ s2)x�y�
= cs (cov(x; x)¡ cov(y; y))¡ (c2¡ s2)cov(x; y) (6)

整理，得

2 cov(x; y)
cov(x; x)¡ cov(y; y)

= 2 cos� sin�
cos2�¡ sin2�

= tan2� (7)
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由此解出
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(8)

包含相垂直的两个解，正好对应直线的方向向量�和法向量方向�，也是误差函数的最大和最小值。

3 分析验根

统计角度上看，cov(x; x) ¡ cov(y; y)的符号表示点集在x, y方向上的分散程度大小，而cov(x; y)的符号表

示了点集中x, y是正相关还是负相关：据此可以确定�的正确取值。
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2. 当cov(x; x)¡ cov(y; y)< 0; cov(x; y)> 0，对应
�

4
<�<

�

2
;¡�

4
<�< 0，因此仍有
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3. 同理（或由连续性）可证cov(x; x)¡ cov(y; y)<0; cov(x; y)< 0;¡�
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4
<�< 0; �

4
<�<

�

2
的情况也有同样的结论

因此统一地，有结论

�= 1
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arctan2(¡2 cov(x; y); cov(y; y)¡ cov(x; x)) (9)

4 统计角度

按r= x� cos�+ y� sin�，若对点集X =

264 ��� ���
xi yi
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375
n�2

作平移变换X 0=X ¡X�，可将直线方程写成齐次形式：

x0 cos�+ y 0 sin�=0 (10)

再进行旋转变换X 00=X 0R， RRT = I，此时新的协方差矩阵

�(X 00)=E((X 0R¡ 0)T(X 0R¡ 0)) = RTE(X 0TX 0)R
= R¡1E((X ¡X�)T(X ¡X�))R
= R¡1�(X)R (11)

为原协方差矩阵的一个相似变换。

由X 00为对称正定矩阵，故必存在恰当的正交变换R使其对角化，即
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如此可将点集的误差分解到彼此独立且正交的两个方向上。设�x00
2 > �y 00

2 ，则�x00
2 对应了直线方向，�y 00

2 对应

了直线的法线方向。由此引出算法：
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3. 该特征分解对应了点集（围绕其均值）的一个旋转变换[ x00; y 00 ]= [ x0; y 0 ] T¡1，该变换将直线的方向

向量旋转到了0度。而反过来
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实践中，没有必要对XTX做特征分解，完全可以等效地对X做奇异值分解：

5 完全最小二乘(SVD分解)

同样按(10)的方式齐次化直线方程。令X 0=
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; A=
�
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�
，此时优化目标可以写成

E(X)= (XA)T(XA)=ATXTXA; (13)

求A=ArgminAE(X)。对X作SVD分解：X =Un�2�2�2V2�2T

E(X)=ATV �TUTU�V TA=ATV �T�V TA (14)
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当2(� ¡ �) = � + 2k�即� = � + �

2
+ k�时取最小值。考虑到� + �仅仅是�的180°反方向，故只取一个
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正好与特征分解算法的结果一致。

另一方面，按Total Least Squares求解，也能有：

A=ArgminAkX~ kF ; (X +X~)A=0 (17)

SVD分解

X = [ U1 U2 ]
�
�1 0
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�
[ V1 V2 ]T

X +X~ = [ U1 U2 ]
�
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0 0

�
[ V1 V2 ]T =U1�1V1
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两式相减 X~ = ¡U2�2V2T

由此也有，在X +X~的补空间中取单位向量

A=�V2

可满足 (X +X~)A=U1�1V1
T �V2=U1�1(V1TV2)= 0。

Q.E.D.
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